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(_ 3 _) 

SOLUZIONE ALGEBRICA DELLA 

x* -f- y* = (a 2 -t- i 2 )* , 

ESSENDO k UN VALORE NUMERICO INTERO. 
NOTA (*) 



§• I. 

È facile verificare mediante la sostituzione, che la propo- 



sta 



(1) * 2 -t-«, 2 =( a 2 +.4 2 )*, 

è soddisfatta dalle seguenti generalissime formule 

= d = [«* - -iX 2 ° ‘ i l 3. 4 “ M * 

— ^ ’^a — — a *" 6 b 6 -\- ...,±b k (ovvero) zìxkab*-' , 

< 2 )( y = d= [* Aa* - ' b — o*' 3 è 3 

*{*— 4) «t-l)...(*-6) . 

+• I.2...5 ° * 1. ì a i 

dzkab 1 ’- 1 (ovvero) rt b k . 

Ognuno rileverà di leggieri la elegante dipendenza, che passa 
fra queste nuove formule solutive, e lo sviluppo della potenza 



(*) Questa nota, già presentata nella sua maggior parte all’acca- 
demia delle scienze dell’ Istituto di Francia ( Compiei fieri dus. Tom. 
XXXVI, p. 443) , è 1’ estratto di una memoria, posteriormente sullo 
stesso argomento, dall'autore inserita nel Tom. V.* degli atti dell’ ac- 
cademia pontificia de’nuovi Lincei, p. 315; e contiene qualche utile ad- 
dizione non ancora pubblicata. 
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( 4 ) 

binomiale ( <h-6)* . Sarà pure facile all’occasione, cioè secondo 
che k sia pari od impari, scegliere quello dei due ultimi 
termini, che dovrà competere a ciascuna delle (2), come an- 
cora quello dei due segni, da cui dovrà essere il termine 
stesso preceduto. 

Il termine generale per la prima delle (2) sarà 



m k(k-ì)....[_k— (2«— 3)1 „ , , , , , 

1. 2. 3..,.. 2(n — 1 ) 

m non compreso il primo di essaj e per la seconda 
vv \ delle medesime sarà 

k(k — 1)...[£ — 2(n — 1)] 

T h- . ' ' ,, , ' , a*-; 2 "- 1 ) è 2 "- 1 

1 1.2.3.... (2«-l) 8 10 ’ 



nelle quali due formule rappresenta n la sede del temine 
che si vuole. 

Simboleggiando con 

C«, /J 



il numero delle combinazioni di « cose in /3 luoghi, e sem- 
plicemente con C« il numero delle combinazioni quando /3=a, 
potranno le (2) venir espresse anche a questo modo 

x = dz [ C* a* — C* >a a*" 2 b 2 -+- C M a*-4 64 — .... 



rb C* 6* (ovvero) ± C t> , ab 1 - 1 ; 
y = r±= l C*,, a*-' 6 — a*- 3 6 3 -+. C *,5 a*- 5 b 5 — .... 



rfc C*,, aò* -1 (ovvero) db C* 6* . 
Similmente simboleggiando con 

P«,^ 

il numero delle permutazioni di a cose in jS luoghi, e sem- 
plicemente con P a il numero delle permutazioni, quando )3=a, 
le formule (3) si esprimeranno rispettivamente pure colle 
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( 5 ) 

T = =b a*-’!' 1 -) *■(■-*) , 

*a(n-i) 

T ==fc ; 

Pm-I 

od anche colle 

T = =t C*. a*- 1 !"-') , 

T=t±=C*, aH 2 "- 1 ) 4 2 *- . 

§• «• 

Dopo ciò consideriamo primieramente il caso di h pari; e 
facendo per brevità 

a 2 -f- b* = 2 , 

abbiansi le 

(4) x*+-y 2 =z 2 , £ 2 4-y 2 =z4 , ar 2 -+-y 2 =z6 , ...., a;*-+-y 2 =**, 
k 

che sono di numero — . Inoltre sieno 

li 

(• r i » ( x a » Jta)j (^3 » y.s) ; . . . . 

( x *_ » y* ); (•*•* , y* ) 

a -I a _I * ~ 

le soluzioni che appartengono rispettivamente alle (4), e che 
ottengonsi dalle (2), facendo successivamente inessc 

4 = 2, 4, 6, 

La proposta (1) sarà soddisfatta dalle soluzioni seguenti 
L -2 " “* x, , " y,)j ‘ 2 * 2 ,J ; 

5) M--3 4-3 

\(z Xj , z y 3 ); .... j ( t ) ; (.r * , y *), 

a -> — TV 



Digitized by Google 




( 6 ) 

che saranno tulle quelle che le appparlcngano; perchè sono 

k 

tutte diverse fra loro, e di numero — ; quante cioè ne as- 

A 



segnano in tal caso le relative formule di Gauss, già da me 
dimostrate {*). 

La soluzione che rappresenta una qualunque delle (5) sarà 



* k 

, T ~ n -» ,. 

t' 5 &n > - » 

nella qnale potrà n ricevere gl’interi lutti da 1 sino a 



k 

2 ~' 



Le molte proprietà che appartengono alle stesse (5), si tro- 
vano già sviluppate nella memoria sullo stesso argomento, ci- 
tata in principio di questa nota. Qui osserveremo solamente: 



1°. che le (5) si distinguono in 



k 

2 



specie, le quali Cuna dall’al- 



tra diversificano pei fattori s, comuni ai due numeri compo- 
nenti le soluzioni stesse ; proprietà già osservata da me in 
altre simili soluzioni (**). 

2. ° che quante volte a 2 -+- b 2 sia un primo, l’ultima delle 
(5) si compone di due numeri primi fra loro. 

3. ° che la soluzione 



x — a — b 2 , y — 2ab , x — a 2 •+• b 2 , 

data per la x 2 -+-y 2 — z 2 dal De Frenicle, sul finire del de- 
cimo settimo secolo, nel t°. V della prima raccolta dell’acca- 
demia reale delle scienze di Parigi, pubblicato nel 1729 (***), 



(*) Comptes RenJus T, XXXIII, p. 324. — Alti dell’ Accademia 
pontificia de’Nuovi Lincei T. IV, novembre 1850, pag. 22. — Annali 
di Scienze Mat. e fisiche T. I, dicembre 1880, pag. 827. 

(**) Annali di Scienze fisiche e mat. 1850, p. 371: — Idem 1852 , 
p. 130. — Alti dell'Accademia pontificia de’nuovi lincei T. IV. p. 508. 

(***) Compie» Rendus T. XXVIII, p. 755. 
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( 7 ) 

è un caso particolare delle mie precedenti formule (2), dalle 
quali, facendo in esse k— 2, si ottiene la soluzione medesima. 

§. III. f • 

Venendo al caso di k impari, si abbiano le 
(6) x J -+-y*=z , x*-\ -y 2 =z 3 , x a -hy 2 =z s , . . . x*-t -y*—z k , 

fc-j— 1, ■ i 

che sono — — - di numero. Inoltre sieno 
2 

(*i J Vi) ) ( x a > *a) i { x 3 > 3/3) i • • ■ i ( x k-*-i > Vt-t) » 



le soluzioni che appartengono rispettivamente alle (6), e che 
si deducono tutte dalle (2) , facendo successivamente in 
esse 

A = 1 , 3, 5, 7, . . . . 

La proposta (1) sarà, per questo caso, verificata dalle solu- 
zioni seguenti 



( 7 )' 



*-1 *-1 *-3 t-3 - *-S *-5 

l(* * > 2 2 Vi) 5 (2 3 X 1 , z 2 ya) i fs 2 «3 » Z 2 Va) ; 



J { zx k-l ) *Uk- 1 ) i { X k+ 1 > Vk+l) > 



che saranno tutte quelle che appartengono alla medesima, per- 

fc-4-1 



chè oltre ad essere tutte fra loro diverse, sono di numero 



2 2 



cioè quante ne assegnano per questo caso le corrispondenti 
formule di Gauss, precedentemente citate. 

L’espressione di una qualunqne delle (7) sarà 



k-(an-r) \ 

z 3 x„ , x .: *. y n ' , 



nella quale potrà la n ricevere i valori tutti dall’ 1 sino 

, Jfc-t-1 1 _ 1 _‘ 

al -x- . 
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( 8) 

Le molte proprietà che appartengono alle medesime (7), 
furono esse puro dimostrate nella memoria sullo stesso argo- 
mento, citala in principio. Qui ci limiteremo a rilevare che: 

1. ° le soluzioni della proposta (1), pure in questo secon- 
do caso, vengano distinte in tante specie, quante sono le unità 
A-t-1 

— — : specie che diversificano fra loro pei fattori z, comu- 
2 

ni ai due numeri, che compongono le soluzioni medesime : 

2. ° le soluzioni (7), dall’ultima in fuori, tutte si compon- 
gono di due numeri evidentemente non primi fra loro; men- 
tre l’ultima di esse, quante volte a 2 -+■ 6 2 sia un primo, ri- 
sulta di due numeri primi fra loro: 

3. ° supponendo nella (1) a = b, avremo a risolvere la 

(8) x* ■+• y* = (2a 2 )* , 

la quale solo può verificarsi per k impari. 

Per tanto le (2), nel caso attuale, si ridurranno atle 






?=[* - 



k{h — 1) k(k — 1)(* - 2)|* —3 ) 



2 

k(k — 1) ... (k— 5) 

1 . 2 . ... 6 

k(k — 1)(A — 2) 

1. 2. 3 

k(k — 1) ... (k — 6) 



1. 2. 3. 4 
-.. . ± ijo*, 
k(k — 1) ... (k- 4) 



1.2.. .7 

e poiché, nel caso di k impari, abbiamo 
k(k — 1) k(k — !)...(* — 3) 



1. 3. 5 



. . . lja*; 



*-i 



1.2 



1. 2. 3.4 



— .... k=(-iy 2 2 



k — 



k(k — ì)(k — 2) A(A-l)...(/fc-4) 



1.2. 3 



1. 2.. .5 



*“1 

:t=(— l)v 2 2 ; 
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( 9 \ 

essendo gli esponenti /3, 7 duo interi , perciò, avendo solo 
riguardo al valore numerico, avremo 

t-i *-1 

(9) x = 2 ~a* , y = 2 2 a* . 

Se pertanto si pongano le 

( x 2 H- = 2« a , x 2 H- y 2 = (2a 2 ) 3 , 

( 10 ) | 

ì * 2 -+-j, 2 = (2a 2 )5, * 2 -4- y*= (2a 2 )*, 

facendo nelle (9) successivamente A = 1, 3, 5, 7, ... , si 
avranno per le ( 10 ) le seguenti rispettive soluzioni 

\ 

k - 1 M 

(2 # a, 2°a); (2'« 3 , 2>a 3 ); (2V, 2 2 a 5 ) ; ... j (2 2 o», 2 2 a*). 

Quindi per le dottrine precedenti è chiaro, che le soluzioni 
tutte della proposta ( 8 ) saranno 

k-i *- 3 

(2o 2 ) 2 (2°a, 2°a); (2a 2 ) 2 (2 T a 3 , 2*o 3 ); 

*-5 *-7 

(2a 2 ) 2 (2V, 2 2 a 5 ); (2a 2 ) 2 (2V , 2V); 



*-3 *-3 k-t *-1 

(2a 2 )(2 2 «*-» , 2 ^o*' 2 ); (2 2 o* , 2 2 a*) , 

che tutte sono eguali fra loro, ed ognuna perciò riducesi 
all’ultima delle medesime. Dunque la ( 8 ) ammette una sola 
soluzione, e questa composta di numeri non primi fra loro; 
cioè la potenza di grado impari del doppio di un quadrato, 
potrà una sol volta spezzarsi nella somma di due quadrati. 

Abbiamo pertanto risoluta la proposta nel modo il più ge- 
nerale non solo , ma eziandio il più elementare , senza va- 
lerci del calcolo delle forme immaginarie ; le quali però 
possono in questo genere di ricerche con utilità impiegarsi, 
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( 10) 

come già egregiamente fece ii chiarissimo sig. prof. Bella- 
vitis (*). 

$• IV. 

Molte conseguenze pure deduconsi dal considerare le solu- 
zioni della (1) senza distinguere il caso di k pari da quello 
di k impari; e furono esse già dedotte nella più volte citata 
memoria, cui rimandiamo i lettori. Termineremo questa nota 
limitandoci ad esporre, con qualche utile addizione, ciò che 
si trova sul line della memoria stessa. 

1. ° Affinché la proposta 

i’ + j ! = c, 

possa risolversi, dovrà l’intero c potersi ridurre nella somma 
di due quadrati, ciò vuol dire che dovrà verificarsi la se- 
guente condizione 

(il) c =2“ S 2 h ct 1 h'/y . . A r * , 

nella quale i fattori 

Ai , A a , Aj A* , 

rappresentano primi diversi fra loro, cd ognuno della forma 
4m -+- 1 , ovvero 4» — 3 ; il fattore S indica un prodotto 
di primi, ciascuno della forma 4 m -t- 3, ossia 4n — 1 ; da 
ultimo gli esponenti 

ft > ••••>?> 

esprimono interi, dei quali sarà fi — 0 , quando sia c im- 
pari. Sappiamo dalla teorica dei numeri ( Gauss ) , che ve- 
rificata la (11), lo spezzamento del numero c, in somme ognu- 
na di due quadrali, avviene sempre. 

2. ° Essendo fi pari, od anche nullo, ed inoltre 



(*) Annali di Scienze matematiche, e fi*. T. i, an. 1850, p. 422. 
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( 11) 

« = /3=y = ....=r = 0 , 

la proposta non avrà soluzioni di sorta, perchè il fattore S 2 
non può mai ridursi nella somma di due quadrati. 

3. ° Se il numero c sia tale, che gli spezzamenti suoi, nella 
somma ciascuno di due quadrati, sieno lutti composti di nu- 
meri non primi fra loro, avrà luògo la condizione (11) in 
guisa, che l’uno, o l'altro, od ambedue i fattori 2^, S 2 do- 
vranno trovarsi nella stessa (11). 

4. " Se il numero c sia tale, che gli spezzamenti suoi nelle 
somme di due quadrati ognuna, si compongano parte di due 
numeri primi fra loro, e parte di due numeri non primi fra 
loro, è chiaro, per la teorica dei numeri, che dovrà essere 

I 

S = 1 , ed almeno y > 1 ; 

cioè la condizione (11) si ridurrà nella 

(12) c = À a , . . . h r t , 

in cui per lo meno uno degli esponenti, che sono di numero 
k , dovrà essere > 1 , mentre dei residuali k ■ — 1 al più 
k — 2 potranno essere ciascuno = 0. Perciò iu questo caso ‘ 
la più semplice composizione del numero c sarà 

c = h\ h 2 . 

Così, per esempio, le soluzioni della 

x 2 -+-y 2 = 5*. 13, 

sono 

*=(15,17,1 ; y = (10, 6, 18, 
di cui la soluzione 

(15 , 10) 

si compone di numeri non primi fra loro} e le altre due 
(17,6); (1,18) 

si compongono ciascuna di due numeri primi fra loro. 
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( 12 ) 

Per tanto avremo verificata la 

x 2 -4- y 2 = A“, A/ 3 , h? 3 . . . A t * ; 

cioè la somma x 2 -4- y 2 non sarà divisibile affatto in tal caso 
per un primo della forma 4ro-t- 3, ovvero 4» — 1. Dunque 
se due nameri x, y non abbiano per fattore comune un pri- 
mo della forma ora indicata, neppure la somma x 2 y 2 dei 

loro quadrati avrà quel fattore. 

Questo teorema fu già dimostrato dal celebre Eulero, per 
mezzo dell’altro di Fermai sulle potenze prime dei numeri 
interi (*); ma noi lo abbiamo dedotto a guisa di corollario 
dalla condizione (12), che si riferisce alla possibilità di spez- 
zare un intero c in somme ognuna di due quadrali , questi 
essendo in alcune primi fra loro, c non in altre. 

5. ° Potremo ancora concludere dalla (12), che se due nu- 
meri x, y non abbiano per fattore comune una potenza pari 
di 2, neppure la somma dei loro quadrati avrà per fattore 
una simile potenza. 

6. ° I divisori tutti di c nella (12) consistono evidente- 
mente nelle combinazioni e dei fattori A, , A 2 , . . . , A* , e 

• delle diverse potenze loro ; ma ognuna di queste combina- 
zioni, per la teorica dei numeri si riduce in una somma di 
due quadrati : dunque ogni divisore della somma 

x 2 H- y 2 = c , 

nel caso in cui la condizione (12) si verifichi , é un’altra 
somma di due quadrali, quand’anche x, ed y sicno primi fra 
loro. Dunque sebbene due numeri x, y sieno primi fra loro, 
ciascun divisore della somma x 2 -4- y 2 sarà pur esso una 
somma di due quadrati. Questo teorema fu dimostrato in 



(*) Nouvelle» Annate» de matti, par M. Terquem e M. Gerono T- 
<2. Pari» 1853. p. 46. 
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( 13 ) 

varie guisa : una dimostrazione dei medesimo fu data dal 
Sig. Serret (*), ed un' altra dal Sig. Hermitc (**) ; noi però 
abbiamo dedotto il teorema stesso dalla medesima condizio- 
ne (12) dalla quale dedneemmo il precedente. 

7.» Dice Legendre nella sua Teorica dei numeri , T. I. 
p. 203 terza edizione (1830) « Tout diviseur do la formu- 
» le t 2 -+- ti composée de deux carrés primiers entre eux , 
» est également la somme de deux carrés premiers entre 
» eux ». Osserviamo a questo proposito, che i due numeri 
119 e 120 sono primi fra loro, poiché abbiamo 

119 = 7.17, 120= 2 3 . 3. 5) 

dunque saranno tali anche i quadrati dei numeri stessi, cd 
avremo 

119* 120* = 28561. 

Inoltre i numeri 39, e 26 non sono primi fra loro , per- 
chè hanno il 13 per fattore comune, quindi neppure i loro 
quadrati saranno primi fra loro, laonde sarà 

39* -t- 26* = 2197. 

Ora poiché 

119* -t- 120* 

39* -+- 26* ~ ’ 

perciò concluderemo che la somma di due quadrati primi 
fra loro, come la 

119* ■+• 120* , 

può anche ammettere fra suoi divisori la somma di due qua- 
drati non primi fra loro, come la 

39* -t- 26* 

contro l’enunciato sopra espresso. 



{*) Journal de malhématiques pures et appliqueéi T. XIII. 
O Serret. Cours d’Algèbre supérieure. Paris 1840 p. 330. 
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Ed in fatti potendo una somma di due quadrati, fra loro 
primi, essere anche rappresentata generalmente dal secondo 
membro della (12), ogni divisore di essa dovrà essere certo 
la somma di due quadrati , ma questi potranno anche non 
essere primi fra loro. 

8.° Se il numero c sia tale, che ognuno de’ suoi spezza- 
menti nella somma di due quadrati, si componga di due nu- 
meri primi fra loro, primieramente sarà S = 1 , /x= 0; se- 
condariamente dovrà verificarsi o la condizione 

(13) a = /3 = ... = 0 , y = 2, e perciò c = : 

o l’altra 

(14) « = ) 3 = y = ... = 1, e perciò c = h l A, ... h k . 

Duiique se due numeri x, y sieno primi fra loro, ed inoltre 
la somma c dei loro quadrati sia della forma prescritta, o 
dalle (13), o dalle (14), qualunque divisore della x*-+-y 2 sarà 
pure ima somma di due quadrati primi fra loro. 

Questo teorema, che pure, come i due precedenti, dedu- 
cemmo dai criteri per lo spezzamento di un numero in som- 
me ognuna di due quadrati, diversifica da quello sopra cita- 
to (7°) di Legendre, per l'aggiunta delle condizioni (13), (14), 
le quali però sono indispensabili a verificare il teorema stesso. 

L’argomeato di questa nota sarà da noi ripreso, per trat- 
tare del caso di k fratto, positivo, e negativo. 




« 7860 | 
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